الدوال الأصلية

تعريف :   
إذا كانت الدالة  د  معرفة على الفترة   ف خ ح   ، فإن كل دالة   ل  تحقق العلاقة :
 لَ{س} = د{س}  ششن  ي ف  تسمى دالة أصلية أو تكامل أو  {معكوس المشتقة } للدالة  د على ف .

تمرين :

أوجد الدوال الأصلية للدالة    د(س)= ۲    حيث  س ي ح    0
............................................................................................................................................................................................................................................................... ............................................................................................................................................................................................................................................................... ............................................................................................................................................................................................................................................................... ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
. ............................................................................................................................................................................................................................................................... ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................................................................................................................
ملاحظة :       
 1~       يرمز للدالة ل ( س ) بالرمز  ت د{س}ءس   وتقرأ تكامل د ( س ) بالنسبة  لـ س 
 ۲~      ت د{س}ءس = ل{س} + ث  {ث ثابت }   ؤئ   لَ {س} =  د{س}

نظرية :
إذا كانت الدالة دَ (س)= صفراً على الفترة (( ، ب ) فإن د تكون ثابتة في الفترة  [ ا ، ب ]
مثال  :    أوجد دالتين أصليتين للدالة  د(س) = 5  ثم أوجد حاصل طرح كل منهما 
من الأخرى ماذا تلاحظ ؟
............................................................................................................................................................................................................................................................... ............................................................................................................................................................................................................................................................... ............................................................................................................................................................................................................................................................... ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
. .............................................................................................................................................................................................................................................................

.. ..............................................................................................................................................................................................................................................................
نظرية :

لتكن الدالة د معرفة على الفترة  ف إذا كانت ل 1(س) , ل 2(س)  دالتين أصليتين للدالة د على الفترة   ف فان  :    ل 1(س) – ل 2(س) = ث      لكل س ي ف  0 
نتيجة :  
إذا كان ل(س)  دالة أصلية للدالة د (س) فإن   ل(س) + ث   هي كذلك دالة أصلية أخرى 
للدالة د(س) حيث ث مقدار ثابت , اي انه يوجد يوجد عدد لانهائي من الدوال الأصلية 
للدالة د(س) صورتها ل(س) + ث  0 

اختر الإجابة الصحيحة :

إذا كانت ل 1{س} ،ل 2{س} دالتين أصليتين للدالة د{س} = 3س+ذ،وكانت 
ه{س} = ل 2{س}- ل 1{س}    فإن هَ{س} = ..   
  ا~ صفر                      ب~ ۲                       ج~ 3                         د~  5 
............................................................................................................................................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................................................................................................................................... 
. ............................................................................................................................................................................................................................................................
.
............................................................................................................................................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................................................................................................................................... 
. .............................................................................................................................................................................................................................................................
ملاحظات :

 1~ اذا كانت ل(س) دالة أصلية للدالة د(س) فان : لَ(س) = د(س)

    ۲~   تسمى العبارة ل ( س ) + ث الصورة العامة للدالة الأصلية د ( س ) ، أو اختصاراً الدوال 
                  الأصلية للدالة    د (س)   أو معادلة مجموعة المنحنيات 
   3~ ليس من الضروري أن يكون لكل دالة معطاة دالة أصلية   ( صفحة 73 في كتاب الطالب )

مثال : 
[image: image1.bmp]أثبت أن الدالة   ل(س) =  [1 :-: س:@:       هي دالة  أصلية للدالة    د(س) =     ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛_؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛س؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛
............................................................................................................................................................................................................................................................... ............................................................................................................................................................................................................................................................... ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
. .............................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................... 
. .............................................................................................................................................................................................................................................................
إذا كانت الدالة  د{س} = جاذس    ، فإن الدالة الأصلية لها هي ل{س} تساوي :

  ا~ - جتاذس               ب~ جتا@س                 ج~  جا س@                د~  جا@س
............................................................................................................................................................................................................................................................... ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
. .............................................................................................................................................................................................................................................................
............................................................................................................................................................................................................................................................... ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
. .............................................................................................................................................................................................................................................................
بعض قواعد التكامل
  1~      ت دَ {س} ءس  = د{س}  + ث
  ۲~     ت د{س}ءس = ل{س} + ث  {ث ثابت }   ؤئ   لَ {س} =  د{س}

  3~     ت ا د{س}ءس =  ا  ت د{س}ءس

  4~      ت ء س  = س + ث
  5~      ت اء س  = اس + ث             تكامل الدالة الثابتة دالة من الدرجة الأولى
  6~      ت س ن ء س =   ؛!؛نن =؛ 1؛  سن+ ! + ث   ،   ن لآ-1
   7~     ت  أد{س} _ ر{س} ٍ   ءس =  ت د{س} ءس _   ت ر{س}ءس

                   يمكن توزيع التكامل على الجمع والطرح
ملاحظات : 

  1~  لا يمكن توزيع التكامل على الضرب والقسمة

  ۲~    ن [ س:م: =  { س} م؛نن  
  3~  1 + ا؛ بب =  ب ؛+؛ بب؛ا؛  
 4~ عند تكامل حاصل ضرب دالتين يجب فك الأقواس مع التبسيط إن أمكن 0
 5~ عند تكامل حاصل قسمة دالتين يجب إجراء القسمة أو التحليل إن أمكن 0
 6~ هناك طرق أخرى سندرس بعضها للتعامل مع تكامل حاصل الضرب والقسمة 
أوجد التكاملات التالية :

 1~  ت 3ءس 
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
 ۲~  ت 8س ءس 
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
 3~  ت {9 س@+ 4 س#- 7 }ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................
.
 4~  ت    س؛ @؛؛_؛؛؛؛؛%سس؛؛؛ س- ؛؛+3؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛^؛؛ ءس             
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
 5~  ت   ^؛ سسذ  ءس 
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
 6~  ت {س@ + 3} { 5س – 4} ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
 7~  ت { س@ - ۲ }@ ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................
.
...............................................................................................................................................................................................................................................................
 8~  ت  #؛7  ؛س؛ @؛؛؛سس؛؛؛_-؛؛؛؛؛؛؛؛&1؛@2؛؛؛؛؛؛؛ ءس     
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
قاعدة :

     ت {اس+ب}نءس = !؛أ ×  ؛!؛نن =؛ 1؛ {اس+ب}ن +!،  
                                       بشرط أن تكون الدالة من الدرجة الأولى   ن لآ-1

أوجد التكاملات التالية :

 1~    ت   [ ذ :س: :-:5 :  ءس 
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
..............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
 ۲~    ت ( 3 س + 7 )) ء س 
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
..............................................................................................................................................................................................................................................................
 3~    ت    ؛   شش3ِ؛؛؛؛؛ِ؛؛ْ ِس ؛ِ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛سس ِ؛؛؛؛؛-ِ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛ِِ؛؛؛؛؛؛؛ِ5؛؛؛؛؛  
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
..............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
 4~    ت  ( س + 3 )  % [  س: :+:3 : ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
..............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
  5~   ت ( س@ - 4 س + 4 )(@ ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
..............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
   6~   ت  س% (  ؛!؛؛ سس + 7 )% ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
..............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................

...............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
تكاملات الدوال الدائرية

	1
	  ت جا س ءس  =  - جتا س + ث

	2
	  ت جتا س ءس =  جا س + ث

	3
	  ت قـا@ س ءس = ظـا س + ث 

	4
	  ت قـا س ظـا س = قـا س + ث

	5
	  ت قتا@ س ءس = - ظتا س + ث 

	6
	  ت قتا س  ظتا س ءس = - قتا س+ ث 


أوجد التكاملات الآتية:

 1~  ت {جتا س+ جا س }ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
...............................................................................................................................................................................................................................................................
 ۲~  ت {3س@ + جتاس}ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................
. 
...............................................................................................................................................................................................................................................................

...............................................................................................................................................................................................................................................................
 3~  ت { جا@س + جتا@ س }^ ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................

...............................................................................................................................................................................................................................................................
4~  ت قاس ظا سءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................
. 
...............................................................................................................................................................................................................................................................

...............................................................................................................................................................................................................................................................
تكامل الدوال الدائرية : الزاوية ( ( س + ب )

	1
	  ت جتـا (ا س + ب )  ( س  = -  !؛أ جـا (اس + ب ) + ث  

	2
	  ت جـا (اس + ب ) ءس=   !؛أ جتـا (اس + ب ) + ث

	3
	  ت قـا@(ا س + ب ) ءس=   !؛أ ظـا (اس + ب ) + ث      

	4
	  ت قتـا@(اس + ب ) ءس=  -  !؛أ ظتـا (اس + ب ) + ث 

	5
	  ت قـا (اس + ب ) ظـا (ا س + ب ) ءس=   !؛أ قـا (ا س + ب ) + ث  

	6
	  ت قتـا (ا س + ب) ظتـا (اس + ب)ءس=  -  !؛أ  قتـا (ا س + ب ) + ث      


أوجد التكاملات الآتية:

 1~  ت جتـا ( 1 –  ۲س ) ( س  =

 ..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
 ۲~    ت جـا (۲ س +  5 ) ( س  =

 ..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
 3~  ت قـا@( 1 –  ۲ س ) ( س  =

 ..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
4~  ت  قتـا@( 4 س +  3 ) ( س  =
 ..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
5~   ت  قـا  ( 3 س +  1 ) ظـا  ( 3 س +  1 )  ( س  =

 ..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
............................................................................................................................................................................................................................................................... 
6~   قتـا  (1 –  ۲ س ) ظتـا  (1 –  ۲ س )  ( س  = 

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
............................................................................................................................................................................................................................................................... 
تكامل الدوال : جا@س   , جتجتا@س , ظا@س , ظتا@س

	1
	ت جـا اس ءس = -  !؛أ جتا اس + ث   

	2
	ت جا@ س ءس =  !؛2 ت { 1- جتا ۲س}ءس

	3
	ت جتا@ س ءس =  !؛2 ت { 1+ جتا ۲س}ءس

	4
	ت ظا @ س ءس = ت { قا@ س – 1} ءس

	5
	ت ظتا@س ءس = ت { قتا@س- 1} ءس 

	6
	ت جتا د{س} دَ {س} ءس = جا د{س} + ث


أوجد التكاملات الآتية :

     1~     ت{ظا@س+جا@س+جتا@س}ءس 
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................

  ۲~     ت جتا@{4س – 3}ءس  

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
 ..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ............................................................................................................................................................................................................................................................... 
     3~   ت {قاس+ظاس}@ءس 
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
............................................................................................................................................................................................................................................................... 
  4~   ت {   !؛؛ ةذ؛ ؛  سس +  %؛ لاذ؛ ؛ ؛ سس }ءس     

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
5~    ت حا@{۲س-1} ء س 
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
تكامل دالة مرفوعة لقوة في مشتقتها
     1~    ت أد{س} ٍ   ن دَ {س} ءس =    ؛!؛نن =؛ 1؛ أد{س} ٍ   ن+ !+ ث
    ۲~   ت جان د {س} جتاد{س}  دَ {س} ءس =    ؛!؛نن =؛ 1؛ جان +! د {س} + ث        ن لآ -1
    3~   ت جتان د {س} جاد{س}  دَ {س} ءس =    ؛!؛نن =؛ 1؛ جتان +! د {س} + ث        ن لآ -1

   4~    ت           ءس =  ۲ [ د(/س/)/   + ث 
أوجد التكاملات الآتية:

     1~   ت {س# + س – 5})  { 3س@ + 1} ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
  ۲~  ت  # [س$:-: ذ: :س:#:+:4 : { ۲س# - 3س@ } ءس

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
 3~   ت جا%4 س جتا 4س ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
 4~   ت {ظا س – 7}$ قا@سءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
 5~  ت  س ظا^{3س@+5} قا@{3س@+5} ءس

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................

  6~    ت     ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................

  7~   ت {3س -3}  [س@:-: ذ: :س:  ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..........................................................................................................................................................................................................................................................
التكامل بالتعويض
تعريف :

التكامل بالتعويض هو طريقة حل بعض التكاملات التي لا يمكن حلها باستخدام القوانين المباشرة 0
خطوات الحل :

     1~ نفرض الاختيار المناسب للمتغير ص حيث  ص =  د ( س )  "البحث عن دالة جديدة " 
     ۲~ نكتب س بدلالة ص   " التعبير عن س بدلالة المتغير الجديد "

     3~ نفاضل لايجاد  (س  بدلالة  (ص
     4~ نعوض عن د ( س ) بـ  ص ،  (س بـدلالة   (  ص    
                  بمعنى : نضع التكامل بدلالة المتغير ص بدلاَ من س    
     5~ نوجد التكامل الناتج بعد عملية التعويض
     6~ نكتب الناتج بدلالة المتغير س
  1~  ت {س + 5} [سخح /+/ /3/  ءس   

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
 ..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
 ..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
 ۲~  ت ( س +3) (س + ۲ )ءس

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
 ..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
 ..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
  3~    ت   س@  [سخح /-/3/  ءس 

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
 ..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
 ..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ...............................................................................................................................................................................................................................................................
تطبيقات على التكامل غير المحدد
	
	ْْ ْ ْئ اشتقاق
	ْْ ْ ْئ اشتقاق
	ْْ ْ ْئ اشتقاق
	

	تطبيقات هندسية: 
ص =  د{س}

منحنى الدالة                 
	
	صَ =د = دَ {س}
ميل المماس                
	
	صً =جد =
دً {س}
ميل  ميل الماس

	
	ؤْْْْ ْ ْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْ ْ تكامل
	ؤْْْْ ْ ْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْ ْ تكامل
	ؤْْْْ ْ ْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْ ْ تكامل
	


إذا مر المنحنى بالنقطة {ا،ب }  فإن د{ا} = ب   ،   إذا كانت {ا،ب} نقطة حرجة فإن : 
دَ {ا} = صفر

       دَ {س}  =  ت دً {س} ءس              ،         د {س}  =   ت  دَ {س} ءس
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

مثال(4) :- اوجد معادلة المنحنى الذي يمر بالنقطة (1، 3) وميل مماسه عند كل نقطة هو 

 د = - 10س

الحل :
د = - 10س   باستخدام التكامل 

   ص = -5 س@ + ث      
 بم النقطة (1، 3)  تقع المنحنى             إ ث = 8 

ئ ص = -5 س@ + 8       
  1~ إذا كانت  جد = 2س + 1، فأوجد معادلة المنحنى ص الذي يمر بالنقطة {2، 5} وميل
 المماس عند هذه النقطة يساوي 6  0
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  2~  إذا كان المنحنى دَ {س}  يمر بالنقطة{1، 4} وميله عند أي نقطة هو 6س ، فأوجد معادلة 
المنحنى د{س} ، علماً بأن د {1} = 6  0
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  3~  أوجد معادلة المنحنى ص = د{س} ،الذي ميله عند أي نقطة {س،ص} تقع عليه هو  
ذاس +6ب  حيث ا، ب ي ح ، علماً بأن د {1} =5 قيمة عظمى محلية ، د{ 0} = ذ 
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 تطبيقات فيزيائية
	
	ْْ ْ ْئ اشتقاق
	ْْ ْ ْئ اشتقاق
	ْْ ْ ْئ اشتقاق
	

	الإزاحة  ف {ن}       
	
	السرعة  ع  {ن}         
	
	التسارع  ت {ن}

	
	ؤْْْْ ْ ْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْ ْ تكامل
	ؤْْْْ ْ ْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْ ْ تكامل
	ؤْْْْ ْ ْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْ ْ تكامل
	


ع = ت ت ء ن              ،          ف = ت ع  ء ن       كل من  ف  ، ع  ، ت  دالة في الزمن  ن
 1~  يتحرك جسيم على خط مستقيم مبتدئاً من نقطة الأصل عند اللحظة ن = صفراً بسرعة 

ع = 3ن@ + 2ن   أوجد إزاحة الجسيم خلال الفترة من  ن = 2 إلى ن = 4     
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 2~   يتحرك جسيم على خط مستقيم مبتدئاًً من نقطة الأصل عند اللحظة  ن= صفر  بتسارع 

 ت= 6ن – ۲ أوجد العلاقة بين السرعة والزمن ، علماً بأن سرعة الجسيم بعد 3 ثوانٍ من بدء الحركة

 بلغت 21 قدم/ث ثم أوجد الإزاحة التي يقطعها الجسيم بعد 5 ثوان 0 
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 3~ السرعة الابتدائية لطائرة عند هبوطها على المدرج 5كم/د ،فإذا كانت سرعتها تتناقص بمعدل۲كم/د@ ،   فما هي إزاحتها حتى وقوفها.
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التكامل المحدد
 أولا: تجزيء الفترة المغلقة أا، بٍ   
ا~  التجزيء النوني الغير المنتظم 

                                   مم س   نن                                        مم س  2   مم س 1

                               ب           س  نن-  1                               س  2      س 1    س  0= ا

مم س 1 = س 1 – س  0               ئ    س  1 = س  0 + مم س 1 

مم س  2 = س  2 – س 1             ئ  س  2 = س 1 + مم س  2

                            ...... . ئ   س  ٌ  = س  ٌ  -  1 + مم س  ٌ 
مم س   نن = س   نن– س   نن -  1     
  إذا كانت الفترات الجزئية للتجزيء الغير منتظم  ت  نن{1، 8 }عددها 6 فترات وكانت نقطة التجزيء الثالثة  س  3 =  )؛5   وطول فترة التجزيء الرابعة مم س 4 =  %؛4  فإن س 4 = ...........
..............................................................................................................................................................................................................................................................
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.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................

 ب~ التجزيء النوني المنتظم 

ت   نن(ا،ب) =(س 0،س 1، س 2، .........،س   نن )

طول كل فترة  = مم س =    ؛ب؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛_؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛ا؛؛نن؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛  
س 1 = ا + مم س         ،  س  2 = ا + ۲مم س  .............  س  ٌ  = ا + ر مم س
إذا كان طول الفترة الجزئية لتجزيء منتظم للفترة أب، 5ٍ   هو 0.4 وعدد الفترات 

الجزئية 10 فترات فما قيمة ب 0
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ثانيا : مجموع ريمان
تعريف :  لتكن د دالة معرفة ومحدودة في أا، بٍ   يعرف مجموع ريمان للدالة د المناظر 
للتجزيء ت  نن(ا،ب) بأنه المجموع   ج1 ن  د(ج ر ) مم س ر

مثال(7) :
اذا كانت  جد 9 – س@    فأوجد مجموع ريمان على الفترة أ-2، 3ٍ  حيث

ت  نن{-2، 3} = ( -2 ،- !؛2 ، !؛2 ، #؛2 ، 2، 3 ) ، ج  1= -  #؛2  ، ج  2 = 0 ، ج  3 = 1 ، 

           ج  4 = &؛4  ، ج  5 = %؛2

الحل : 

	مم س
	ج
	د(ج)
	مم س . د(ج)

	
	
	
	

	المجموع
	
	
	


قابلية الدالة للتكامل        
معنى تكامل الدالة د(س) على الفترة أا ، بٍ   

       ] ت بي د(س) ء س =  لي  ي   ج  د{ج  ٌ ) مم س  ٌ  

التكامل على فترة

نظرية 
الدالة د{س} قابلة للتكامل على الفترة أا،بٍ  إذا كانت متصلة على أا،بٍ

المعنى الهندسي للتكامل المحدد :                                                                                         ص                               أ ت ب د{س} ءس = المساحة المحصورة بين منحنى الدالة د والمستقيمان 

      س=ا ،س=ب    ومحور السينات                                                ب              ا
نظرية :
إذا كانت الدالة د متصلة في أا ، بٍ   وكانت ل دالة أصلية للدالة د على أا ، بٍ   

فإن :  أ ت ب د{س} ءس = ل(ب)-ل(ا)

1~   ابحث قابلية التكامل في المسائل التالية واحسب قيمة هذا التكامل إن وجد
    ا~   د(س) = 8                                على  أ3، 5ٍ   
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 ب~    د(س) = ۲س+5                        على  أ0، 3ٍ   
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 3~    د(س) =  [4 :-:س:@:                      على  أ0، 4ٍ   
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 1~    في كل من التمرينين الآتيين أوجد أولا تكامل الدالة على الفترة المعطاة ثم
 احسب هندسيا المساحة الواقعة تحت منحنى الدالة وفوق الفترة المعطاة 0
   ا~    د(س) = ۲س                         على  أ۲، 5ٍ   
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ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ب~    د(س) = س + 3                       على  أ۲، 5ٍ   

..............................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
بعض خواص التكامل المحدد 
  1~   أ ت ب م  د{س} ءس = م  أ ت ب د{س} ءس     حيث م ثابت ي  ح

  ۲~   أ ت ب د{س} ءس  = -     بب ت اد{س} ءس  

  3~   أ ت ب د{س} ءس  = أ تلجس  د{س}ءس +    لحست ب د{س} ءس

  4~   أ ت ا د{س} ءس = صفر 

  5~ إذا كانت د{س}جمس ق {س} على الفترةأ ا ، بٍ   فإن 
                                                   أ ت ب د{س} ءس  جمس أ ت ب ق {س}ءس  

  6~  أ ت ب كءس = ك{ب – ا}  
  7~    أ ت ب س ءس =  ب؛ @ ؛_2 ؛ا؛ @  
   8~  أ ت ب س@ ءس =  ب؛ # ؛_3 ؛ا؛ #  
تمارين

  1~      3 ت % د{س}ءس + 5 ت  #د{س} ءس =  ......
  ا~  صفر                          ب~  1                     ج~ 2                       د~ 8
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..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
۲~    إذا كان    1 ت & د{س}ءس = 11   ،    1 ت $ د{س}ءس = 9  فإن    4 ت & د{س}ءس = ......

  ا~  -2                      ب~  صفر                    ج~ 2                        د~ 20
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 3~   إذا كان   أ ت _ ا   ا ءس = -18 ، حيث ا ثابت حقيقي فإن  ا = ...

  ا~  _۲                     ب~ _ 3                    ج~ _4                    ء~ _ 9
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 4~    1 ت % لو س ءس  +  1 ت % لو !؛  سس ءس = .....

 ا~ لو5- لو1                    ب~  0                  ج~ لو1-لو5                    د~ لو4
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  5~  وضح لماذا يكون  ت2 $ !؛؛ ؛سس  ءس    جمي ت2 $  @؛ ؛سسذ  ء س  
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ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 6~    2ت # 1427 ه ءس +  5 ت % 2006 م ءس = :                 {حيث   ه ، م  ي ح  } 

  ا~  1427ه            ب~ 2006م              ج~ 1428ه                   د~ 2007م
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  7~   إذا كانت النقطتان {1، -8} ، { 3، -1} ، تنتميان إلى منحنى الدالة ص=د{س} فإن
   1ت # دَ {س}ءس = ..  ا~  9                ب~  7               ج~ - 7                د~ -9
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8~  أوجد قيمة التكامل    -  1 ت #{ذس +5}ءس     
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9~  أوجد قيمة التكامل   2 ت {$‘ س-1‘ +3 }ءس    
..............................................................................................................................................................................................................................................................
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(10)  أوجد قيمة التكامل    0 ت % ‘ س@-7س +12‘ ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................
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..............................................................................................................................................................................................................................................................
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نظرية القيمة المتوسطة للتكامل
إذا كانت الدالة د متصلة في أا،بٍ   فإنه يوجد نقطة س  0 ي أا،بٍ    بحيث: 

    ]ت بيد{س}ءس = {ب – ا} د{س 0} 
     التفسير الهندسي :
     ]ت بيد{س}ءس     هي المساحة الواقعة تحت المنحنى د{س} والمحصورة بالمستقيمين  س= ا ،
           س= ب   ومحور السينات

    {ب – ا} د{س 0}     هي مساحة المستطيل الذي بعداه  {ب – ا}   ،  د{س 0} 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
1~ أوجد قيمة العدد  س 0 الذي تعينه نظرية القيمة المتوسط للتكامل   0 ت % {ذس +3}ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
 ..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
 2~ إذا كانت د{س} متصلة على الفترة أ0، ۲ ٍ   ، وكان  0 ت @د{س} =6 ، فأوجد قيمة 
       د{س  0} بحيث س  0 ي أ0، ۲ ٍ   
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
 3~ إذا كان  س 0هو العدد الذي تعينه  نظرية القيمة المتوسطة للتكامل للدالة د{س} على الفترة

 أ۲، 5ٍ   وكانت د{س  0} = 4    فإن  :  2 ت %  د {س}ءس= ...........
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
4~ إذا كانت د{س} متصلة على ح  فأثبت أنه يوجد نقطة ا ي أ۲، 3ٍ  بحيث 
      د{ا} = !؛3  2 ت # د{س}ءس

..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
 5~   إذا كان س 0 هو العدد الذي يحقق نظرية القيمة المتوسطة في التكامل للدالة د {س} على الفترةأ0،ذٍ    بحيث  ت 0 @ د{س}ء س = 3 س  0+ذ  ،  فإن   د{4} =  : 

 ا~  ذ                        ب~ 4                               ج~  7                  د~ 14
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
نماذج من اختبارات الوزارة على نظرية القيمة المتوسطة للتكامل
	1
	1416/17
	أوجد قيمة العدد  س 0 الذي تعينه نظرية القيمة المتوسط للتكامل   0 ت % {ذس +3}ءس

	2
	1417/18
	أوجد قيمة  س 0 التي تحققها نظرية القيمة المتوسطة للتكامل   0 ت  @ {س#- ذس+5}ءس

	3
	1419/20
	أوجد قيمة  س 0 التي تحققها نظرية القيمة المتوسطة للتكامل    قق2 ت  ! {3س@- 1}

	4
	1420/21
	إذا كانت د{س} متصلة على الفترة أ0، ۲ ٍ   ، وكان  0 ت @د{س} =6 ، فأوجد قيمة د{س  0} بحيث 

س  0 ي أ0، ۲ٍ                        





	5
	1421/22
	إذا كان  س 0هو العدد الذي تعينه  نظرية القيمة المتوسطة للتكامل للدالة د{س} على الفترة

 أ۲، 5ٍ   وكانت د{س  0} = 4    فإن  :  2 ت %  د {س}ءس= ...........

	6
	1422/23
	إذا كانت د{س} متصلة على ح  فأثبت أنه يوجد نقطة ا ي أ۲، 3ٍ  بحيث د{ا} = !؛3  2 ت # د{س}ءس 

	7
	1421/22
	أوجد العدد  س 0 الذي تعينه نظرية القيمة المتوسطة للتكامل   0 ت @ 4س#ءس     

	8
	1423/24
	إذا كان  0 ت # {4-     س؛4 @ }ءس=  )#؛4 ،فأوجد العدد س  0 الذي يحقق نظرية القيمة المتوسطة للتكامل

	9
	1424/25
	إذا كانت د{س} =  1 ت  سمس ذع ءع ،  فإن قيمة ج التي تحقق نظرية القيمة المتوسطة للتفاضل للدالة د{س} ، على الفترة أ0، 4ٍ  هي :

  ا~  صفر                   ب~   1                     ج~ ۲                         د~ 3

	10
	1424/25
	إذا كان العدد  س 0 يحقق نظرية القيمة المتوسطة للتكامل   قق1 ت ! د{س}ءس بحيث د{س  0} =16فإن 

   قق1 ت !2 د{س}ءس= :

  ا~  صفر                  ب~   16                     ج~ 32                         د~ 64 

	11
	1424/25
	إذا كان    قق2 ت # د{س}ءس= 30 , فأوجد  د{س  0}  التي تحقق نظرية القيمة المتوسطة للتكامل 

	12
	1425/26
	إذا كان س  0 = %؛2 هو العدد الذي يحقق نظرية القيمة المتوسطة للتكامل   أ ت ${ذس- 6}ء س فأوجد قيمة ا                                                    





	13
	1426/27
	إذا كان س 0 هو العدد الذي يحقق نظرية القيمة المتوسطة في التكامل للدالة د {س} على الفترةأ0،ذٍ      بحيث  ت 0 @ د{س}ء س = 3 س  0+ذ  ،  فإن   د{4} =  : 

 ا~  ذ                        ب~ 4                               ج~  7                  د~ 14

	14
	1426/27
	أوجد قيمة العدد س 0 الذي يحقق نظرية القيمة المتوسطة للتكامل   0 ت ${5-ذس}ءس


النظرية الأساسية لحساب للتكامل
النظرية الأولى :    

   إذا كانت الدالة د{س} متصلة في أا،بٍ   وكانت ي هي الدالة المعرفة بالعلاقة :

                 ي{س} =  ] ت  سمس د{ع }ءع    لكل س ي  أا،بٍ     فإن يَ {س} = د{س}

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   1~    إذا كان  1 ت  سمس د(ع)ء ع  = 6س@ - 6 فاوجد  د(5)
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
   2~  إذا كانت    ه{س} = 1 ت  سمس { ع @ +2ع -1 } ء ع   فإن  ه َ {2} = ......
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
أكمل : 

 إذا كانت ه{س} = 1 ت  سمس د(ع)ء ع   فإن هَ{س} = .....
 إذا كانت ه{س} =  0 ت  سمس   ؛؛؛؛؛؛ عع ؛ع =؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛1؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛  ء ع   فإن   ه َ {1} = .........
 إذا كانت ه{س} = 1 ت  سمس د(ع)ء ع  =  ظا س   فإن د(س) = .......
 النظرية الثانية :       

 إذا كانت الدالة د{س} متصلة في أا،بٍ   وكانت ل دالة أصلية للدالة د على أا،بٍ   فإن :


        ]ت بيد{س} = ل {ب}  - ل {ا}  = أل{س} ٍ   بي أ 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
تمارين على النظرية الأساسية لحساب التكامل
1~   3ت %سءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
۲~  0 ت@ {5س#- 2س@} {15س@-4س}ءس
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
3~  0ت  ططن جا$س جتاسءس  

..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
4~     2 ت %{3س-1} {س+ 1}ءس    

..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................                                     
 5~     1 ت % ذ  [ ع:-:1 :ءع       

..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
6~   4 ت $ % [ ذ :س:@:+:5 :س:+:7 : ءس         

..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
۲~  قق3 ت #     س#؛سس _-؛ ؛*2؛ ءس       

..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................  
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
۲~  0 ت  ططن لآ @؛ س ذة؛ +سس؛  ؛’؛ @ ؛س  ءس   

  ..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
۲~  ت ظا3س قا@3سءس  على   أ ط؛6  ،  ط؛3ٍ           
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
  ۲~  إذا كان   ] ت  بيد{س} دَ {س} ء س = أ @ ؛ ؛سسذ ٍ    ]بي   ، حيث  بى اى0 ، فإن   د{۲}  =   :
 ا~ _ !؛2                      ب~  _ !؛4                            ج~  _ 1                     د~ _ ذ
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................
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  [ د{/س}/
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   [س@:+:3 :س:+:5 :
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